
Foundation of Optimization
最优化原理

李晓鹏
Li Xiao-Peng

电子与信息工程学院
School of Electronic and Information Engineering

Semester–I 2024/25

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 1 / 92



目录
1 引言

2 多元函数的数学基础

梯度函数

Hessian 矩阵

Taylor 展式

3 凸集和凸函数

凸集

凸函数

凸规划
Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 2 / 92



目录

1 引言

2 多元函数的数学基础

梯度函数

Hessian 矩阵

Taylor 展式

3 凸集和凸函数

凸集

凸函数

凸规划Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 3 / 92



引言

最优化问题无处不在

如何求解最优化问题？

基本又常用的最优化方法有哪些？

如何学习和掌握这些优化方法？
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最优化问题无处不在

在日常生活中，大家经常遇到下面一类问题：
• 完成一项工作或任务，怎样合理安排时间才能做到既完成任务
又耗时最少（比如：同学周末一天安排，厨师在规定的时间内炒
多个菜等）；

• 理财投资过程中，如何合理分配持有资金的的比例，才能既达
到回报最高且风险较低的目标；
• 城建规划中，怎样安排工厂、机关、学校、超市、医院等其它
单位的合理布局，才能既方便群众又利于城市各行业的发展；
• 生产中，制定怎样的生产计划方案，使得能耗和成本降低、利
润提高（比如：码头卸货、汽车制造等）
• ……
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最优化问题无处不在

上述问题的共同点

最优化问题：都属于寻求最优方案 (决策) 的问题, 即在所有
可能的方案中, 寻找最合理的、能够使事先规定的目标达到
最优的方案这样一类问题。

最优方案：在所有可行的方案中, 最合理的、能够达到事先
规定最优目标的方案。

求解最优化问题的关键：寻求最优方案.
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最优化问题无处不在

如何寻求最优方案？

需要借助一些方法, 这些方法统称最优化方法.
最优化方法: 寻求最优方案的方法.
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本学期重点内容

1. 基本又常用的最优化方法有哪些?
2. 每种算法的产生背景和适用范围是什么?
3. 各自有什么优缺点?
4. 如何正确应用他们求解一些优化问题？

对以上问题的解答构成了我们这学期的重点内容: 最优化理论与
方法
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课程性质和授课特点

课程性质：这门课是建立在高等数学和线性代数的基础上，主要解
决最优计划、最优分配、最优决策、最佳设计、最佳管理等最优
化问题的一门非常实用的数学课程。

授课特点：先介绍一种方法 (包括该方法由来、适用范围、算法内
容、优缺点等)，然后举例演示该方法求解具体的数学模型 (问题)
的详细步骤。
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教材及主要参考资料

1.《实用最优化方法》(第三版), 唐焕文等, 大连理工大学出版
社,2004.

2.《最优化方法及其应用》, 郭科等, 高等教育出版社, 2006.
3.《最优化方法及其 MATLAB 程序设计》, 马昌凤编著, 科学出
版社,2009.

4.《最优化方法》(第二版), 施光燕等, 高等教育出版社, 2007.
5. ......
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基本概念

最优方案: 在所有可行的方案中，最合理的、达到事先规定
的最优目标的方案.
最优化方法: 寻找最优方案的方法.

问题: 在实际应用中，遇到最优化问题，如何寻找最优化方法求解
他们呢?
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求解最优化问题的步骤

1. 建立数学模型:
对所要解决的实际问题进行分析和研究，加以抽象、简化，
形成数学上的最优化问题 (数学模型)。

2. 进行数学加工和求解:
对已得到的数学模型进行整理和变换，变成易求解的形式，
然后根据模型特点选择或设计合适的最优化算法，最后通过
编程或利用数学软件求解、分析结果。
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求解最优化问题的步骤

例 1.1：生产问题某企业用甲、乙两种原料生产 A，B，C 三种产
品，已知生产每种产品一吨所需原料 (吨) 和每天原料的最大供应
量 (吨) 及每吨不同产品可获利润 (千元/吨) 情况如表 1 所示。

试问，该企业怎样安排生产，才会使每天的利润最大?
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求解最优化问题的步骤

解：设该企业生产产品 A，B，C 分别为 x1，x2，x3 吨，
则总利润的表达式为：

f := 4x1 + 3x2 + 7x3

我们希望在现有资源条件下总利润最大。现有资源的限制为

x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 100 (原料甲的限制)
3x1 + x2 + 3x3 ≤ 100 (原料乙的限制)

此外，由于未知数（我们称为决策变量）x1，x2，x3 是计划产量，
故 x1，x2，x3 均非负，即

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3
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求解最优化问题的步骤

此问题的数学模型可以表述为:
max f := 4x1 + 3x2 + 7x3

s.t. x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 100

3x1 + x2 + 3x3 ≤ 100

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3

其中未知数 x1，x2，x3 称为决策变量；
函数 f := 4x1 + 3x2 + 7x3 称为目标函数；
s.t. 为英文 subject to 的缩写，表示决策变量 xj ≥ 0, j = 1, 2, 3 受
它后面的条件的约束，后面的条件称为约束条件。
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求解最优化问题的步骤

例 1.2：运输问题一个企业有若干个生产基地与销售站点，如何制
定调运方案，使某种一定量的产品从若干个产地运到若干个销售
地的总的运费最小?
设某建材公司有三个水泥厂 A1，A2，A3，四个销售点 B1，B2，B3，
B4。其产量、销量、运费（元/吨）见下表

如何制定调运方案，使总的运费最小?

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 16 / 92



求解最优化问题的步骤

解：设由生产基地 Ai(i = 1, 2, 3) 运到销售地 Bj(j = 1, 2, 3, 4) 的
货运量为 xij，则相应的总运费为：

f := 8x11 + 7x12 + 3x13 + 2x14 + 4x21 + 7x22 + 5x23 + x24

+ 2x31 + 4x32 + 9x33 + 6x34

我们的目标是在现有条件使总运费最小，即

min f :=8x11 + 7x12 + 3x13 + 2x14 + 4x21 + 7x22 + 5x23 + x24

+ 2x31 + 4x32 + 9x33 + 6x34

目前的限制条件有哪些呢？
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求解最优化问题的步骤

现有的限制条件有:
x11 + x12 + x13 + x14 ≤ 2000 (A1 的生产能力限制)
x21 + x22 + x23 + x24 ≤ 10000 (A2 的生产能力限制)
x31 + x32 + x33 + x34 ≤ 4000 (A3 的生产能力限制)

以及

x11 + x21 + x31 ≥ 3000 (B1 的销售额限制)
x12 + x22 + x32 ≥ 2000 (B2 的销售额限制)
x13 + x23 + x33 ≥ 4000 (B3 的销售额限制)
x14 + x24 + x34 ≥ 5000 (B4 的销售额限制)

另外，货运量应为非负整数，故

xij ≥ 0, i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4

且为整数。
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求解最优化问题的步骤

综上可得原问题对应的数学模型为：
min f := 8x11 + 7x12 + 3x13 + 2x14 + 4x21 + 7x22

+ 5x23 + x24 + 2x31 + 4x32 + 9x33 + 6x34

s.t. x11 + x12 + x13 + x14 ≤ 2000

x21 + x22 + x23 + x24 ≤ 10000

x31 + x32 + x33 + x34 ≤ 4000

x11 + x21 + x31 ≥ 3000

x12 + x22 + x32 ≥ 2000

x13 + x23 + x33 ≥ 4000

x14 + x24 + x34 ≥ 5000

xij ≥ 0, i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4且为整数
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求解最优化问题的步骤
例 1.3：曲线拟合问题已知某物体的温度 φ
与时间 t 之间有如下形式的经验函数关系：

φ = c1 + c2t+ ec3t

其中，c1, c2, c3 是待定参数。现通过测试获得
n 组 φ 与 t 之间的实验数据
(ti, φi), i = 1, ..., n。
试确定参数 c1, c2, c3 使得理论曲线尽可能地
与 n 个测试点拟合。

min
n∑

i=1

[φi − (c1 + c2ti + ec3ti)]2
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求解最优化问题的步骤

示例：y = sin(x) + 0.1x

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 21 / 92



求解最优化问题的步骤

例 1.5：投资决策问题设一段时间内，有 B 万元的资金可用于投
资，有 m个项目 A1, A2, ..., Am 可供挑选。若对项目 Ai 进行投资，
花费的资金为 ai 万元，可获得收益 ci 万元，试确定最佳投资方
案。
解：引入变量

xi =

{
1,若对Ai投资，
0,若对Ai不投资,

i = 1, 2, · · · ,m

最佳投资方案应当满足：投资少，收益大。
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求解最优化问题的步骤

由此得到问题的数学模型为:

min f1(x1, x2, · · · , xm) =
m∑
i=1

aixi

max f2(x1, x2, · · · , xm) =
m∑
i=1

cixi

s.t.
m∑
i=1

aixi ≤ B

xi ∈ III = {0, 1}, i = 1, 2, · · · ,m
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模型分类

根据求解模型所用方法不同，数学模型分为:
初等模型、简单优化模型、数学规划模型、组合优化模型、统计
回归模型、动态规划模型、图论与网络流模型等。

• 这学期主要学习求解简单优化模型和数学规划模型的一些最优
化方法 (数值解法).
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数学规划模型（约束优化模型）

定义：
在变量受一些等式或不等式的约束下，求目标函数的极大（或极
小）的优化模型。

三要素: 决策变量、约束条件和目标函数

【注】上述定义是对目前应用较多的带约束条件的数学规划模型的
一个描述，很多教材上把它称为约束数学规划模型; 对于不含约束
条件的则称为无约束数学规划模型。
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最优化问题分类

1. 无约束优化模型

max f
(
xxx
) (

或min f
(
xxx
))

xxx ∈ Rn

2. 约束优化模型（约束数学规划）

max f
(
xxx
) (

或min f
(
xxx
))

xxx ∈ Rn

s.t. hi(xxx) = 0, i = 1, 2, · · · , l
gj(xxx) ≥ 0, j = 1, 2, · · · ,m
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约束优化模型的分类

1. 根据目标函数和约束函数是否全是线性函数，分为线性规划
和非线性规划.

线性规划： f(xxx), hi(xxx), gj(xxx) 都是线性函数;
非线性规划： f(xxx), hi(xxx), gj(xxx) 不全是线性函数;

例如：上一节例 1.1: 线性规划，例 1.3: 非线性规划.
2. 根据决策变量的是否要求全取整数，分为整数规划和混合规
划

整数规划：要求 xi ∈ Z, i = 1, 2, · · · , n 的数学规划模型.
特殊地，若要求决策变量的分量只取 0 或 1，这样的整数规
划又称 0–1 规划.
混合规划： xi 可以取整数也可以取分数的数学规划.

例如：上一节例 1.2: 整数规划；例 1.5: 0–1 规划。
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与约束优化模型相关的几个概念

min f (xxx) ,xxx ∈ Rn

s.t. hi(xxx) = 0, i = 1, 2, · · · , l
gj(xxx) ≥ 0, j = 1, 2, · · · ,m

1. 可行解（点）：满足所有约束条件的点.
2. 可行集（域）：所有可行解（点）组成的集合，一般记为 SSS，即

SSS = {xxx ∈ Rn |hi(xxx) = 0, gj(xxx) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , l; j = 1, 2, · · · ,m}

3. 全局最优解（点）：
若存在 xxx∗ ∈ SSS，使得对一切 xxx ∈ SSS 恒有 f (xxx∗) ≤ f (xxx) ，则
称 xxx∗ 为该最优化问题的全局（整体）最优解（点）。
若 xxx ∈ SSS,xxx ̸= xxx∗，恒有 f(xxx∗) < f(xxx)，则称 xxx∗ 为最优化问题
的严格全局（整体）最优解。
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与约束优化模型相关的几个概念

4. 局部最优解（点）：若存在 xxx∗ ∈ SSS，存在 xxx∗ 的某邻域 Nδ(xxx
∗)，

使得对于一切 xxx ∈ SSS
⋂
Nδ (xxx

∗) 恒有 f (xxx∗) ≤ f (xxx)，则称 xxx∗

为最优化问题的局部优解.
同样也有: 严格局部最优解.

5. 最优值：最优解（点）对应的目标函数值 f(xxx∗).
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与约束优化模型相关的几个概念

注意：
显然，整体最优解一定是局部最优解，而局部最优解不一定
是整体最优解。
求解最优化问题，理论上是求可行域 S 上的整体最优解。但
在一般情况下，整体最优解是很难求出的，往往只能求出局
部最优解。
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补充内容

说明

线性函数：函数图象为直线的函数。

初等数学中，线性函数指只拥有一个变量的一阶多项式函数。
形如：f(x) = ax+ b；其中 a, b 为实数.
在高等数学里，线性函数是一个线性变换，是在两个向量空
间之间，维持向量加法与数量运算的映射.
形如：f(xxx) =MMMxxx+ bbb，其中MMM 是矩阵，bbb 是列向量.
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多元函数的梯度及性质

定义 1.1：
设 f : Rn → R, x̄xx ∈ Rn, 如果 f(xxx) 在点 x̄xx 处关于变量 xxx 的各分量
的偏导数都存在，则称 f(xxx) 在点 x̄xx 处一阶可导，并称向量

∇f (x̄xx) =

(
∂f (x̄xx)

∂x1

,
∂f (x̄xx)

∂x2

, · · · , ∂f (x̄xx)

∂xn

)T

为 f(xxx) 在点 x̄xx 处的一阶导数或梯度.

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 33 / 92



多元函数的梯度及性质

如果 f(xxx) 在任意点 x̄xx ∈ Rn 处一阶可导的，则称下面的向量函数：

∇f(xxx) =

(
∂f(xxx)

∂x1

,
∂f(xxx)

∂x2

, · · · , ∂f(x
xx)

∂xn

)T

为 f(xxx) 的梯度函数，也称为一阶导函数.

可见：求梯度的关键是求偏导 ∂f(xxx)
∂xi
。
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多元函数的梯度及性质

定理 1.1：
若函数 f(xxx) 定义在 ΩΩΩ ⊆ Rn，并具有一阶连续偏导数，xxx∗ 是 ΩΩΩ 的
一个内点，若 xxx∗ 是 f(xxx) 的极值点，则

∇f (xxx∗) = 000

注意: 此定理是极值点的一阶必要条件.

定义 1.2：
满足 ∇f (xxx∗) = 0 的点 xxx∗ 称为 f(xxx) 的稳定点或驻点。
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多元函数的梯度及性质
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多元函数的梯度及性质

例 1.1 考虑求解如下问题

min f(xxx),xxx ∈ Rn

设 xxxk 为第 k 步的迭代点。

问题：判断该点是否是极值点？

方法：根据定理，若 f(xxx) 具有一阶连续偏导数，那么只需检验∥∥∇f(xxxk)
∥∥
2
= 000

是否成立即可。
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下降方向

定义 1.3：
设函数 f : ΩΩΩ ⊆ Rn → R 在点 xxx0 处可导，ppp ∈ Rn 为 n 维非零向
量，如果存在实数 δ > 0，使得任意的 α ∈ (0, δ) 有：

f
(
xxx0 + αppp

)
< f

(
xxx0
)

则称 ppp 为 f(xxx) 在 xxx0 处的一个下降方向。

即 f(xxx) 从 xxx0 出发沿 ppp 方向函数值是下降的。
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下降方向

定理 1.2：
设函数 f : ΩΩΩ ⊆ Rn → R在点 xxxk 处一阶可导，ppp ∈ Rn 为 n维非零
向量，如果满足：

∇f
(
xxxk

)T
ppp < 0

则 ppp 必为 f(xxx) 在 xxxk 处的下降方向。

定理 1.3：
梯度的反方向 (负梯度方向)−∇f(xxxk)是 f(xxx)从 xxxk 出发下降最快
的方向。因此，也称 −∇f(xxxk) 为该点处的最速下降方向。
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下降方向

例 1.2 考虑求解如下问题

min f(xxx),xxx ∈ Rn

设 xxxk 为第 k 步的迭代点，它不是极小点。

对于该问题，为了尽快求得最优解，在进行下一步迭代前选取搜
索方向时，总希望取或接近于负梯度 −∇f(xxxk) 的方向，使函数值
尽快地下降到目标函数的最低点。
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下降方向

最速真的“最速”吗？
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下降方向

例 1.3 求 f(xxx) = x2
1 + x2

2 + 1 在 xxx0 = (0, 3)T 处的最速下降方向并
求沿该方向移动一个单位后得到的新迭代点以及对应的函数值.

解：

∇f (xxx) =

(
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

)T

= (2x1, 2x2)
T

故所求最速下降方向为：−∇f (xxx0) = (0,−6)T

将该向量单位化得：ppp =
−∇f(xxx0)
∥∇f(xxx0)∥ = (0, 1)T

故所求新的迭代点为：

xxx1 = xxx0 + ppp =
(
0, 3

)T
+
(
0,−1

)T
=

(
0, 2

)T
对应的函数值为：

f(xxx1) = 02 + 22 + 1 = 5
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
定义 1.4:
设 f : Rn → R, x̄xx ∈ Rn，如果 f(xxx) 在点 x̄xx 处关于变量 xxx 的各分量
的二阶偏导数都存在，则称 f(xxx)在点 x̄xx处二阶可导，并称如下矩
阵：

∇2f (x̄xx) =

(
∂2f (x̄xx)

∂xi∂xj

)
n×n

即

∇2f (x̄xx) =


∂2f(x̄xx)

∂x2
1

∂2f(x̄xx)
∂x1∂x2

· · · ∂2f(x̄xx)
∂x1∂xn

∂2f(x̄xx)
∂x2∂x1

∂2f(x̄xx)

∂x2
2

· · · ∂2f(x̄xx)
∂x2∂xn... ... ...

∂2f(x̄xx)
∂xn∂x1

∂2f(x̄xx)
∂xn∂x2

· · · ∂2f(x̄xx)
∂x2

n



为 f (xxx) 在点 x̄xx 处的 Hessian 矩阵或二阶导数。
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
说明：求 Hessian 矩阵的关键是求二阶偏导数 ∂2f(xxx)

∂xi∂xj

若 f(xxx) 的所有二阶偏导数在点，x̄xx 处都连续, 则

∂2f (x̄xx)

∂xi∂xj

=
∂2f (x̄xx)

∂xj∂xi

此时，该点对应的 Hessian 矩阵是一个对称矩阵
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
例 1.4 求 f(xxx) = 100(x2 − x2

1)
2 + (1− x1)

2 在 xxx0 = (0, 0)T 处的梯
度和 Hessian 矩阵。

解：

∂f

∂x1

= 200(x2 − x2
1)(−2x1) + 2(1− x1)(−1)

= −400x1(x2 − x2
1)− 2(1− x1)

∂f

∂x2

= 200(x2 − x2
1)

故：∇f(xxx0) = (−2, 0)T
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
例 1.5 求 f(xxx) = 100(x2 − x2

1)
2 + (1− x1)

2 在 xxx0 = (0, 0)T 处的梯
度和 Hessian 矩阵。

解：

∂2f

∂x2
1

= 400(x2
1 − x2) + 800x2

1 + 2

∂2f

∂x1∂x2

=
∂2f

∂x2∂x1

= −400x1

∂2f

∂x2
2

= 200

故: ∇2f(xxx0) =

(
2 0
0 200

)
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
例 1.6 设 aaa ∈ Rn,xxx ∈ Rn, b ∈ R, 求 f(xxx) = aaaTxxx+ b 在任意点 xxx 处
的梯度和 Hessian 矩阵.

解：设 aaa = (a1, a2, · · · , an)T ,xxx = (x1, x2, · · · , xn)
T

则：f(xxx) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + b

故： ∂f
∂xi

= ai, i = 1, 2, · · · , n

即：∇f(xxx) = (a1, a2, · · · , an)T = aaa
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
例 1.6 设 aaa ∈ Rn,xxx ∈ Rn, b ∈ R, 求 f(xxx) = aaaTxxx+ b 在任意点 xxx 处
的梯度和 Hessian 矩阵.

解：又由 ∂f
∂xi

= ai, i = 1, 2, · · · , n 可求得：

∂2f

∂xi∂xj

= 0, i, j = 1, 2, · · · , n

故 Hessian 矩阵为：∇2f(xxx) = 000 为零矩阵
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
例 1.7 设 QQQ ∈ Rn×n 为实对称矩阵，bbb ∈ Rn，c ∈ R 求二次函数
f(xxx) = 1

2
xxxTQQQxxx+ bbbTxxx+ c 在任意点 xxx 处的梯度和 Hessian 矩阵。

解: 设 QQQ = (qij)n×n , bbb = (b1, · · · , bn)T ,xxx = (x1, · · · , xn)
T

则

f(xxx) =
1

2

n∑
l=1

n∑
j=1

qljxlxj +
n∑

j=1

bjxj + c

=
1

2
(
∑
l ̸=i

∑
j ̸=i

qijxlxj +
∑
j ̸=i

qijxixj +
∑
l ̸=i

qlixlxi + qiix
2
i )

+
n∑

j=1

bjxj + c
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
则

∂f

∂xi

=
1

2
(
∑
j ̸=i

qijxj +
∑
l ̸=i

qlixl + 2qiixi) + bi

=
1

2
(
∑
j ̸=i

qijxj +
∑
j ̸=i

qjixj + 2qiixi) + bi

=
∑
j ̸=i

qijxj + qiixi + bi

=
n∑

j=1

qijxj + bi, i = 1, 2, · · · , n
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
即

∇f(xxx) =


∂f
∂x1...
∂f
∂xn

 =


∑n

j=1 q1jxj + b1
...∑n

j=1 qnjxj + bn


=


∑n

j=1 q1jxj

...∑n
j=1 qnjxj

+

b1
...
bn


= QQQxxx+ bbb
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多元函数的 Hessian 矩阵及性质
又由

∂f

∂xi

=
n∑

j=1

qijxj + bi, i = 1, 2, · · · , n

得:

∂2f

∂xi∂xj

= qij, i = 1, 2, · · · , n

故 Hessian 矩阵为: ∇2f(xxx) = QQQ.
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结论:
设 f(xxx) = aaaTxxx+ b 则:

∇f(xxx) = aaa,

∇2f(xxx) = 000.

设 f(xxx) = 1
2
xxxTQQQxxx+ bbbTxxx+ c 则:

∇f(xxx) = QQQxxx+ bbb,

∇2f(xxx) = QQQ
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结论:

∂y

∂xxx
=


∂y
∂x1...
∂y
∂xn


∂yyy

∂x
=

(
∂y1
∂x

· · · ∂yn
∂x

)
∂yyy

∂xxx
=


∂y1
∂x1

· · · ∂ym
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂ym
∂x2... ... ...

∂y1
∂xn

· · · ∂ym
∂xn


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结论:

∂AAAxxx

∂xxx
=?

∂xxxTAAA

∂xxx
=?

∂xxxTAAAxxx

∂xxx
=?

∂∥AAAxxx− yyy∥22
∂xxx

=?
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结论:

∂AAAxxx

∂xxx
= AAAT

∂xxxTAAA

∂xxx
= AAA

∂xxxTAAAxxx

∂xxx
= (AAA+AAAT )xxx

∂∥AAAxxx− yyy∥22
∂xxx

= AAAT (AAAxxx− yyy)
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一阶 Taylor 展式

定理 2.4：
设 f : Rn → R,xxx0 ∈ Rn。如果 f(xxx) 在 xxx0 的某邻域 Nδ(xxx0) 具有
一阶连续偏导数，则:

f(xxx) =f(xxx0) +∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0)

+ o (∥xxx− xxx0∥) , xxx ∈ Nδ(xxx0)

说明：在上式中略去高阶无穷小量后，有

f(xxx) ≈ f(xxx0) +∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0), xxx ∈ Nδ(xxx0)

通常，称上式右端的函数

q1(xxx) = f(xxx0) +∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0)

为 f(xxx) 在 xxx0 处的线性 (一阶) 近似函数。
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二阶 Taylor 展式

定理 2.5：
设 f : Rn → R,xxx0 ∈ Rn。如果 f(xxx) 在xxx0 的某邻域 Nδ(xxx0) 具有二
阶连续偏导数，则:

f(xxx) =f(xxx0) +∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0)

+
1

2
(xxx− xxx0)

T∇2f(xxx0)(xxx− xxx0)

+ o
(
∥xxx− xxx0∥2

)
, xxx ∈ Nδ(xxx0)
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二阶 Taylor 展式
说明：在上式中略去高阶无穷小量后，有

f(xxx) ≈ f(xxx0) +∇f(x0)
T (xxx− xxx0)

+
1

2
(xxx− xxx0)

T∇2f(xxx0)(xxx− xxx0),xxx ∈ Nδ(xxx0).

通常，称上式右端的函数

q2(xxx) = f(xxx0) +∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0)

+
1

2
(xxx− xxx0)

T∇2f(xxx0)(xxx− xxx0)

为 f(xxx) 在 xxx0 处的二次近似函数。
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重要结论

1. 记 q1(xxx) = f(xxx0) +∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0)

则
∇q1(xxx) = ∇f(xxx0),∇2q1(xxx) = 0

2. 记 q2(xxx) = f(xxx0)+∇f(xxx0)
T (xxx−xxx0)+

1
2
(xxx−xxx0)

T∇2f(xxx0)(xxx−xxx0)
则

∇q2(xxx) = ∇f(xxx0) +∇2f(xxx0)(xxx− xxx0)

∇2q2(xxx) = ∇2f(xxx0)
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重要结论–证明

q2(xxx) =f(xxx0) +∇f(xxx0)
T (xxx− xxx0) +

1

2
(xxx− xxx0)

T∇2f(xxx0)(xxx− xxx0)

=f(xxx0) +∇f(xxx0)
Txxx−∇f(xxx0)

Txxx0

+
1

2
[(xxx− xxx0)

T∇2f(xxx0)xxx− (xxx− xxx0)
T∇2f(xxx0)xxx0]

=f(xxx0) +∇f(xxx0)
Txxx−∇f(xxx0)

Txxx0 +
1

2
[xxxT∇2f(xxx0)xxx

− xxxT
0∇2f(xxx0)xxx− xxxT∇2f(xxx0)xxx0 + xxxT

0∇2f(xxx0)xxx0]

=f(xxx0) +∇f(xxx0)
Txxx−∇f(xxx0)

Txxx0 +
1

2
[xxxT∇2f(xxx0)xxx

− (∇2f(xxx0)xxx0)
Txxx− (∇2f(xxx0)xxx0)

Txxx+ xxxT
0∇2f(xxx0)xxx0]
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重要结论–证明

=
1

2
xxxT∇2f(xxx0)xxx+∇f(xxx0)

Txxx− (∇2f(xxx0)xxx0)
Txxx

+
1

2
xxxT
0∇2f(xxx0)xxx0 −∇f(xxx0)

Txxx0 + f(xxx0)

=
1

2
xxxT∇2f(xxx0)xxx+ [∇f(xxx0)−∇2f(xxx0)xxx0]

Txxx

+
1

2
xxxT
0∇2f(xxx0)xxx0 −∇f(xxx0)

Txxx0 + f(xxx0)

故

∇q2(xxx) = ∇2f(xxx0)x+∇f(xxx0)−∇2f(xxx0)xxx0

= ∇2f(xxx0)(xxx− xxx0) +∇f(xxx0)
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附录：定理 2.2 的证明
设 f(xxx) 具有连续的一阶偏导数，由 Taylor 公式:

f
(
xxxk + αppp

)
= f

(
xxxk

)
+ α∇f

(
xxxk

)T
ppp+ o (α)

当 ∇f
(
xxxk

)T
ppp < 0 时，有f

(
xxxk + αppp

)
< f(xxxk)，

所以 (α 充分小时)p 是 f(x) 在 xk 处的一个下降方向。

因此，满足：∇f
(
xxxk

)T
ppp < 0 的方向 ppp 为 f(xxx) 在 xxxk 处的下降方

向。
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凸集

定义
设集合 ΩΩΩ ⊆ Rn，若对于任意两点 xxx，yyy ∈ ΩΩΩ 及实数 λ (0 ≤ λ ≤ 1),
都有:

λxxx+ (1− λ)yyy ∈ ΩΩΩ

则称集合 ΩΩΩ 为凸集。

几何直观：任意两点的连线都在其中。

常见凸集：空集，单点集，整个欧氏空间 Rn。
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凸集
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凸集

例 满足线性规划问题的约束条件 AAAxxx = bbb,xxx ≥ 000 的一切 xxx 所组成
的集合 SSS 是一个凸集，即证 SSS = {xxx ∈ Rn|AAAxxx = bbb,xxx ≥ 000} 是一个
凸集.

证明：
对任意的 xxx,yyy ∈ SSS，有 AAAxxx = bbb,xxx ≥ 000;AAAyyy = bbb,yyy ≥ 000.
所以，对任意的 0 ≤ λ ≤ 1，有: λxxx+ (1− λ)yyy ≥ 000,
并且

AAA[λxxx+ (1− λ)yyy] = λAAAxxx+ (1− λ)AAAyyy

= λbbb+ (1− λ)bbb = bbb

即点 λxxx+ (1− λ)yyy ∈ SSS，故 SSS 是凸集。
同理可证如下超平面也是凸集：

HHH =
{
xxx ∈ Rn|cccTxxx = b

}
,

其中 ccc ̸= 0 是 n 维向量，b ∈ R.

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 67 / 92



凸集

例 满足线性规划问题的约束条件 AAAxxx = bbb,xxx ≥ 000 的一切 xxx 所组成
的集合 SSS 是一个凸集，即证 SSS = {xxx ∈ Rn|AAAxxx = bbb,xxx ≥ 000} 是一个
凸集.

证明：
对任意的 xxx,yyy ∈ SSS，有 AAAxxx = bbb,xxx ≥ 000;AAAyyy = bbb,yyy ≥ 000.
所以，对任意的 0 ≤ λ ≤ 1，有: λxxx+ (1− λ)yyy ≥ 000,
并且

AAA[λxxx+ (1− λ)yyy] = λAAAxxx+ (1− λ)AAAyyy

= λbbb+ (1− λ)bbb = bbb

即点 λxxx+ (1− λ)yyy ∈ SSS，故 SSS 是凸集。
同理可证如下超平面也是凸集：

HHH =
{
xxx ∈ Rn|cccTxxx = b

}
,

其中 ccc ̸= 0 是 n 维向量，b ∈ R.
Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 67 / 92



凸集

例 证明超球 {xxx ∈ Rn| ∥xxx∥2 ≤ r} 为凸集.

证明：设 xxx,yyy 为超球中的任意两点，λ ∈ [0, 1]，

则：

∥λxxx+ (1− λ)yyy∥2 ≤ λ ∥xxx∥2 + (1− λ) ∥yyy∥2
≤ λr + (1− λ) r = r

即点 λxxx+ (1− λ)yyy 属于超球，故超球为凸集.

同理可证如下 xxx0 的 δ− 邻域：

Nδ(xxx
0) =

{
xxx ∈ Rn|

∥∥xxx− xxx0
∥∥
2
< δ

}
是凸集
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凸集的性质

性质:
任意一组凸集的交集为凸集.

证明：设 AAA,BBB 是凸集，证 AAA
⋂
BBB 是凸集.

对任意的 xxx,yyy ∈ AAA
⋂
BBB，0 ≤ λ ≤ 1，

有 xxx ∈ AAA
⋂
BBB 且 yyy ∈ AAA

⋂
BBB

由于 AAA,BBB 是凸集，则

λxxx+ (1− λ)yyy ∈ AAA, λxxx+ (1− λ)yyy ∈ BBB

即 λxxx+ (1− λ)yyy ∈ A
⋂

B.

可见 AAA
⋂
BBB 是凸集.
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凸函数

定义:
设函数 f(xxx) 定义在凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 上。

若对任意的 xxx,yyy ∈ ΩΩΩ，及任意的 λ ∈ [0, 1] 都有

f(λxxx+ (1− λ)yyy) ≤ λf(xxx) + (1− λ)f(yyy)

则称函数 f(xxx) 为凸集合 ΩΩΩ 上的凸函数。

注：

1. 将上述定义中的不等式取严格不等号，则是严格凸函数。
2. 高数教材上常称之为下凸函数。
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凸函数的几何意义

对一元函数 y = f(x)，在几何上 λf(x1)+(1−λ)f(x2) (0 ≤ λ ≤ 1)
表示连接 (x1, f(x1))，(x2, f(x2)) 的线段，f(λx1+(1−λ)x2)表示
曲线 y = f(x) 上横坐标为 λx1 + (1− λ)x2 的点的纵坐标。

所以，一元严格凸函数表示连接函数图形上任意两点的线段总是
位于曲线弧的上方。

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 71 / 92



凸函数的几何意义
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凸函数

例 试证线性函数 f(xxx) = cccTxxx = c1x1 + c2x2 + · · · + cnxn 是 Rn 上
的凸函数

证明：设 xxx,yyy ∈ Rn，λ ∈ [0, 1]，则

f(λxxx+ (1− λ)yyy) = cccT (λxxx+ (1− λ)yyy)

= λcccTxxx+ (1− λ)cccTyyy

= λf(xxx) + (1− λ)f(yyy)

所以 f(xxx) 是凸函数。
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凸函数的性质

(1) 设 f(xxx) 是凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 上的凸函数，实数 k ≥ 0，则 kf(xxx) 也
是 ΩΩΩ 上的凸函数。

证明：任取 xxx,yyy ∈ ΩΩΩ，λ ∈ [0, 1], 由 f 的凸性，则

f(λxxx+ (1− λ)yyy) ≤ λf(xxx) + (1− λ)f(yyy)

注意到 k ≥ 0，故有

kf(λxxx+(1−λ)yyy) ≤ k[λf(xxx)+(1−λ)f(yyy)] = λkf(xxx)+(1−λ)kf(yyy)

可见 kf(xxx)，k ≥ 0 是凸函数。
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凸函数的性质

(2) 设 f1(xxx)，f2(xxx) 是凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 上的凸函数，则 f1(xxx) + f2(xxx)
也是 ΩΩΩ 上的凸函数。

证明：任取 xxx,yyy ∈ ΩΩΩ，λ ∈ [0, 1]，有

f1(λxxx+ (1− λ)yyy) + f2(λxxx+ (1− λ)yyy)

≤ λf1(xxx) + (1− λ)f1(yyy) + λf2(xxx) + (1− λ)f2(yyy)

= λ[f1(xxx) + f2(xxx)] + (1− λ)[f1(yyy) + f2(yyy)]

可见 f1(xxx) + f2(xxx) 也是 ΩΩΩ 上的凸函数。
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凸函数的性质

(3) 设 f1(xxx), · · · , fm(xxx) 是凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 上的凸函数，实数 wi ≥ 0，
则

∑m
i=1 wifi(xxx) 也是 ΩΩΩ 上的凸函数。

证明：结论 (3) 是上面结论 (1) 和 (2) 的推论。
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凸函数的性质

(4) 设 f(xxx) 是凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 上的凸函数，c 是实数，则水平集
ΩΩΩc = {xxx ∈ ΩΩΩ | f(xxx) ≤ c} 是凸集。

证明：任取 xxx,yyy ∈ ΩΩΩc，λ ∈ [0, 1]，
则 xxx,yyy ∈ ΩΩΩ，f(xxx) ≤ c，f(yyy) ≤ c
由 ΩΩΩ 和 f(xxx) 的凸性，得 λxxx+ (1− λ)yyy ∈ ΩΩΩ
并且 f(λxxx+ (1− λ)yyy) ≤ λf(xxx) + (1− λ)f(yyy) ≤ λc+ (1− λ)c = c

这说明 λxxx+ (1− λ)yyy ∈ ΩΩΩc，即 ΩΩΩc 是凸集得证。
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凸函数的性质

(5) 设 fi(xxx)(i = 1, 2, · · · , p) 为凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 上的凸函数，实数
ci(i = 1, 2, · · · , p) 为实常数，则下面的集合

Ω̂ΩΩ = {xxx | xxx ∈ ΩΩΩ, f1(xxx) ≤ c1, · · · , fp(xxx) ≤ cp}

也是凸集。

证明：结论 (5) 是上面结论 (4) 和凸集的性质的推论。
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判断凸函数的一阶条件

定理:
设在凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 上 f(xxx) 可微，则 f(xxx) 在 ΩΩΩ 上为凸函数的充要
条件是对任意的 xxx1,xxx2 ∈ ΩΩΩ，都有：

f(xxx2) ≥ f(xxx1) +∇f(xxx1)
T (xxx2 − xxx1)

定理:

凸函数 (充要条件)：可微函数为凸函数的充要条件是在其定义域
凸集中任一点处的切平面 (切线) 都不在曲面 (曲线) 的上方。

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 79 / 92



判断凸函数的二阶条件

定理:
设在开凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 内f(xxx) 二阶连续可微，则 f(xxx)是ΩΩΩ 内的凸函
数的充要条件为：在 ΩΩΩ 内任一点 xxx 处,f(xxx) 的 Hessian 阵半正定，
其中:

∇2f (xxx) =


∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
· · · ∂2f

∂x2∂xn... ... ... ...
∂2f

∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂x2

n


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判断凸函数的二阶条件

矩阵半正定的判定 (补充)

设 AAA 是 n 阶实对称阵，则 AAA 半正定
⇔ AAA 的所有主子式大于等于零.
⇔ AAA 的所有特征值都大于等于零.

注意：AAA 的顺序主子式与主子式不同.

AAA 的 k 阶主子式是取任意 k 行和相应 k 列，位于他们交叉位置的
元素构成的 k 阶行列式.
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判断凸函数的二阶条件

定理:
设在开凸集 ΩΩΩ ⊆ Rn 内 f(xxx) 二阶可微，若在 ΩΩΩ 内 ∇2f (xxx) 正定，
则 f (xxx) 在 ΩΩΩ 内是严格凸函数。

注：反之不成立.

例: f(xxx) = x4 是严格凸的,
但在点 xxx = 000 处 ∇2f(000) 不是正定的.
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判断凸函数的二阶条件

矩阵正定的判定 (补充)

设 AAA 是 n 阶实对称阵，则 AAA 正定
⇔ AAA 的所有顺序主子式大于零.
⇔ AAA 的 n 个特征值都大于零.

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 83 / 92



重要结论

定理: (特殊情形)
若函数 f(xxx) 定义在 Rn 上的凸函数，且具有一阶连续偏导数，则
xxx∗ 是 f(xxx) 的极小值点的充要条件是：

∇f (xxx∗) = 0.

定理: (极值点的二阶充分条件)
若函数 f(xxx) 定义在 ΩΩΩ ⊆ Rn 并具有二阶连续偏导数，且 xxx∗ 是 ΩΩΩ
内的一点，∇f (xxx∗) = 000,∇2f (xxx∗) 正定，则 xxx∗ 是 f(xxx) 的极小值点
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重要结论

例 设函数 f(xxx) = 1
2
xxxTAAAxxx+ bbbTxxx+ c，其中 AAA ∈ Rn×n 为实对称矩

阵，bbb ∈ Rn, c ∈ R 证明：
(1) 当 AAA 半正定时，f(xxx) 是凸函数.
(2) 当 AAA 正定时，f(xxx) 是严格凸函数.

证明：由上一节的例 3 知：

∇2f(xxx) = AAA

结合定理 3.3 和 3.4 即可得到上述结论.
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重要结论

例 证明函数

f(xxx) = xxxTxxx = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

是 Rn 上的严格凸函数。

证明: 易看出 ∇2f(xxx) = 2IIIn 为数量矩阵，正定。

由定理 3.4，即得所证。
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重要结论

例 讨论函数 f(xxx) = 5x2
1 − 6x1x2 + 5x2

2 的凸性

解：容易求得 ∇2f(xxx) =

(
10 −6
−6 10

)
由于各阶顺序主子式

10 > 0,

∣∣∣∣10 −6
−6 10

∣∣∣∣ = 64 > 0

即 Hessian 矩阵正定。

因此 f(xxx) 是严格凸函数.
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凸规划

考虑如下约束数学规划模型

min f(xxx), xxx ∈ Rn

s.t. hi(xxx) = 0, i = 1, 2, · · · , l
gj(xxx) ≤ 0, j = 1, 2, · · · ,m

定义:
若 DDD = {xxx ∈ Rn |hi(xxx) = 0, gj(xxx) ≤ 0, i = 1, · · · , l; j = 1, · · · ,m}
是凸集，目标函数 f(xxx) 是可行域 DDD 上的凸函数则称问题是凸
规划。
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凸规划

定理
考虑如下约束非线性数学规划模型

min f(xxx),xxx ∈ Rn

s.t. hi(xxx) = 0, i = 1, 2, · · · , l
gj(xxx) ≤ 0, j = 1, 2, · · · ,m

若 f(xxx), gj(xxx)(j = 1, 2, · · · ,m)均是可行域DDD上的凸函数，hi(xxx)(i =
1, 2, · · · , l) 皆是线性函数，则该问题是凸规划。
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凸规划

证明：由定义知，只需证

DDD = {xxx ∈ Rn |hi(xxx) = 0, gj(xxx) ≤ 0, i = 1, · · · , l; j = 1, · · · ,m}

是凸集即可。

记
DDD1 = {xxx ∈ Rn |hi(xxx) = 0, i = 1, · · · , l} ;

DDD2 = {xxx ∈ Rn |gj(xxx) ≤ 0, j = 1, · · · ,m}

则 DDD =DDD1

⋂
DDD2
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凸规划

下面分别证 DDDl 和 DDD2 都是凸集。

1. 由于 hi(xxx) 皆是线性函数，由例 3.1 和凸集性质可得 DDDl 是凸
集.

2. 对于 DDD2 = {xxx ∈ Rn | gj(xxx) ≤ 0, j = 1, · · · ,m}, 任取
xxx1,xxx2 ∈DDD2, 0 ≤ λ ≤ 1，由于 gj(xxx) 是凸函数，则

gj (λxxx1 + (1− λ)xxx2) ≤ λgj(xxx1) + (1− λ) gj(xxx2) ≤ 0

这说明 λxxx1 + (1− λ)xxx2 ∈DDD2 因此，DDD2 是凸集。

综上可知，DDD =DDD1

⋂
DDD2 是凸集。
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凸规划

定理

1. 凸规划问题的任一局部极小点都是整体极小点，全体极小点
构成的集合是凸集。

2. 若 f(xxx) 是凸集 DDD ⊆ Rn 上的严格凸函数，且严格凸规划问
题 minxxx∈DDD f(xxx) 的整体极小点存在，则整体极小点是唯一的。
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