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LP标准形

考虑如下约束数学规划模型:

max f(xxx)(或min f(xxx)),xxx ∈ Rn

s.t. hi(xxx) = 0, i = 1, 2, · · · , l
gj(xxx) ≤ 0, j = 1, 2, · · · ,m

其中：f(xxx), hi(xxx), gj(xxx) 都是线性函数. 即：

max(min) f(xxx) =
n∑

j=1

cjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj ≥ (≤,=)bi, i = 1, 2, · · · ,m+ l
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LP标准形

线性规划的形式是多种多样的：

� 目标函数求极大(极小);
� 约束可能有等式约束，也可能有不等式约束；
� 决策变量有的受非负约束，有的是无限制.

为了方便研究，考虑将各种形式的LP化为一种统一的形式，这种
形式即被称为LP的标准形式.
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LP标准形

min z =
n∑

j=1

cjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · · ,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, · · · , n

三大特点:

目标函数：min

约束条件：=

变量符号：≥ 0
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LP标准型

化化化标标标准准准型型型的的的常常常用用用策策策略略略：：：

1. max z → min f = −z

2. xj ≥ hj (hj ̸= 0) → 令 xn+1 = xj − hj, 则 xn+1 ≥ 0

3. xj ≤ 0 → 令 xn+1 = −xj, 则 xn+1 ≥ 0

4. xj 的符号无限制 → 引入 xn+1 ≥ 0, xn+2 ≥ 0,令
xj = xn+1 − xn+2

5.
∑n

i=1 aijxj ≤ bi →
∑n

i=1 aijxj + xn+1 = bi, xn+1 ≥ 0，其中
xn+1 为松弛变量

6.
∑n

j=1 aijxj ≥ bi →
∑n

j=1 aijxj − xn+1 = bi, xn+1 ≥ 0，其中

xn+1 为剩余变量
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LP标准型

例例例 1: 将下列LP化为标准型：

max z = x1 + x2

s.t. 2x1 + 3x2 ≤ 6

x1 + 7x2 ≥ 4

2x1 − x2 = 3

x1 ≥ 0, x2 为无约束

分分分析析析: 共有4处不符合LP标准形的要求。
解解解:
1) 令f = −z,min f = −x1 − x2

2) 令x2 = x3 − x4, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0并将上式代入原模型,消去 x2

3) 对于不等式约束条件,分别引入松弛变量和剩余变量,将它们化
为等式约束.
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LP标准型

则相应的标准形为

min f = −x1 − x3 + x4

s.t. 2x1 + 3x3 − 3x4 + x5 = 6

x1 + 7x3 − 7x4 − x6 = 4

2x1 − x3 + x4 = 3

xj ≥ 0, j = 1, 3, 4, 5, 6

其中：x5为松弛变量，x6为剩余变量。
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LP标准型

例例例 2: 将下列LP化为标准型：

max z = 5x1 + 4x2

s.t. 3x1 + 5x2 ≤ 15

2x1 + x2 ≥ 5

2x1 + 2x2 ≤ 11

x1 ≥ 0, x2 ≤ 0

分分分析析析: 共有5处不符合LP标准形的要求
解:
1) 令 f = −z, 则 min f = −5x1 − 4x2

2) 令 x3 = −x2, 则 x3 ≥ 0 并将上式代入原模型，消去 x2

3) 对于不等式约束条件，分别引入松弛变量和剩余变量，将它们
化为等式约束。
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LP标准型

则相应的标准形为:

min f = −5x1 + 4x3

s.t. 3x1 − 5x3 + x4 = 15

2x1 − x3 − x5 = 5

2x1 − 2x3 + x6 = 11

xj ≥ 0, j = 1, 3, 4, 5, 6

其中, x4和x6为松弛变量, x5为剩余变量.
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LP基本原理

将LP化为标准形后，如何求最优解呢？

有一个定理给出了这个问题的答案，这就是LP基基基本本本定定定理理理
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LP基本原理

LP标标标准准准形形形的的的矩矩矩阵阵阵形形形式式式

min z = cccTxxx s.t. AAAxxx = bbb, xxx ≥ 000

即：

min z =
n∑

j=1

cjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · · ,m;

xj ≥ 0, j = 1, 2, · · · , n
其中:

ccc = (c1, c2, · · · , cn)T , xxx = (x1, x2, · · · , xn)
T

AAA = (aij)m×n, bbb = (b1, b2, · · · , bm)T
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LP基本原理

例例例 3: 求下列LP标准形的矩阵形式

min f = −5x1 + 4x3

s.t. 3x1 − 5x3 + x4 = 15

2x1 − x3 − x5 = 5

2x1 − 2x3 + x6 = 11

xj ≥ 0, j = 1, 3, 4, 5, 6

解:矩阵形式为 min f = cccTxxx s.t. AAAxxx = bbb, xxx ≥ 000
其中:

ccc =
(
−5, 0, 4, 0, 0, 0

)T
,xxx =

(
x1, x2, x3, x4, x5, x6

)T
AAA =

3 0 −5 1 0 0
2 0 −1 0 −1 0
2 0 −2 0 0 1

 , bbb =

15
5
11
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例例例 3: 求下列LP标准形的矩阵形式

min f = −5x1 + 4x3

s.t. 3x1 − 5x3 + x4 = 15

2x1 − x3 − x5 = 5

2x1 − 2x3 + x6 = 11

xj ≥ 0, j = 1, 3, 4, 5, 6

解:矩阵形式为 min f = cccTxxx s.t. AAAxxx = bbb, xxx ≥ 000
其中:

ccc =
(
−5, 0, 4, 0, 0, 0

)T
,xxx =

(
x1, x2, x3, x4, x5, x6

)T
AAA =

3 0 −5 1 0 0
2 0 −1 0 −1 0
2 0 −2 0 0 1

 , bbb =

15
5
11


Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 15 / 109



LP基本原理

例例例 4: 求下列LP标准形的矩阵形式

min f = −4x1 + 2x2 + x3

s.t. 5x1 + x2 − x3 + x4 = 3

− 4x1 + 6x2 + 2x3 + x5 = 2

xj ≥ 0, j = 1, · · · , 5

解:矩阵形式为 min f = cccTxxx s.t. AAAxxx = bbb, xxx ≥ 000
其中:

ccc =
(
−4, 2, 1, 0, 0

)T
,xxx =

(
x1, x2, x3, x4, x5

)T
AAA =

(
5 1 −1 1 0
−4 6 2 0 1

)
, bbb =

(
3
2

)
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LP基本原理

一一一、、、线线线性性性规规规划划划的的的基基基本本本概概概念念念
考虑具有标准形的LP:

min f = cccTxxx

s.t. AAAxxx = b

xxx ≥ 0

约束系数矩阵AAA是m× n矩阵, m ≤ n, 并且r (AAA) = m. 于是AAA中至
少有一个m×m子矩阵BBB, 使得r (BBB) = m.

1.基基基矩矩矩阵阵阵: 若AAA中的m×m子矩阵BBB 满足r (BBB) = m, 即|BBB| ≠ 0, 则
称BBB是LP问题的一个基矩阵(简称为基)。
当m = n时, 基矩阵唯一;
当m < n时, 基矩阵就可能有多个, 但数目不超过Cm

n 个。

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 17 / 109



LP基本原理

例例例 5: 已知系数矩阵为:

AAA =

(
1 3 4
2 6 5

)
求系数矩阵的基矩阵.

易看出r(AAA) = 2, 2阶子矩阵至多有C2
3 = 3个.

BBB1 =

(
1 4
2 5

)
, BBB2 =

(
3 4
6 5

)

BBB3 =

(
1 3
2 6

)
, 是不是基矩阵？
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LP基本原理

例例例 6: 求下列问题的基矩阵

min f = −4x1 + 2x2 + x3

s.t. 5x1 + x2 − x3 + x4 = 3

− 10x1 + 6x2 + 2x3 + x5 = 2

xj ≥ 0, j = 1, · · · , 5

解:约束方程的系数矩阵为:

AAA =

(
5 1 −1 1 0

−10 6 2 0 1

)
易看出r(AAA) = 2, 2阶子矩阵至多有C2

5 = 10个.
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LP基本原理

BBB1 =

(
5 1

−10 6

)
, BBB2 =

(
5 1

−10 0

)
, BBB3 =

(
5 0

−10 1

)
,

BBB4 =

(
1 −1
6 2

)
, BBB5 =

(
1 1
6 0

)
, BBB6 =

(
1 0
6 1

)
,

BBB7 =

(
−1 0
2 1

)
, BBB8 =

(
−1 1
2 0

)
, BBB9 =

(
1 0
0 1

)
.

但对于BBB10 =

(
5 −1

−10 2

)
, 由于

∣∣BBB10

∣∣ = 0,故BBB10不是基。
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LP基本原理

2.基基基向向向量量量: 基矩阵对应的列向量称为基向量，其余列向量称为非
基向量

3.基基基变变变量量量: 基向量对应的变量称为基变量,非基向量对应的变量称
为非基变量(自由变量)。

例例例如如如: 对于基矩阵 BBB2 而言, x1, x4是基变量, x2, x3, x5是非基变量。

A =

(
5 1 −1 1 0

−10 6 2 0 1

)
B2 =

(
5 1

−10 0

)
,

思思思考考考: 基变量的选取唯一吗?取法有多少种?

【【【注注注】】】 基变量、非基变量是针对某一确定基而言的,不同的基对
应的基变量和非基变量也不同。
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LP基本原理

4. 基基基本本本解解解: 对于某一确定的基矩阵 BBB, 选定基变量和自由变量,
用自由变量表示基变量, 写出同解方程组. 令所有自由变量等于
零, 求出AAAxxx = bbb的解, 称这组解为关于基矩阵 BBB 的基本解.

【【【注注注】】】 基变量的选取方式≤ Cm
n 有限, 所以基本解的个数也为有

限个.

5.基基基可可可行行行解解解: 非负的基本解称为基可行解(基本可行解)
可可可见见见:求基可行解要先求基本解,然后看是否非负即可。另外,基本
可行解也一定为有限个.

【【【注注注】】】 基可行解也被定义为“可行的基本解”.
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LP基本原理

例例例7: 求
min z = x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4

s.t. 2x1 − 4x3 + x4 = 6

− x1 + x2 + 3x3 = 5

xj ≥ 0, j = 1, · · · , 4

的一个基本解和一个基本可行解.
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LP基本原理

解:约束方程的增广矩阵

(AAA,bbb) =

(
2 0 −4 1 6
−1 1 3 0 5

)
注意到AAA是2× 4矩阵, 且r(AAA) = 2.
由于第2列和第4列线性无关, 构成一个2阶单位子块因此可构成一
个基矩阵.
取x2, x4为基变量, x1, x3为自由变量,用自由变量表示基变量得如
下同解方程组: {

x2 = 5 + x1 − 3x3

x4 = 6− 2x1 + 4x3
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LP基本原理

{
x2 = 5 + x1 − 3x3

x4 = 6− 2x1 + 4x3

令x1 = x3 = 0 得: x2 = 5, x4 = 6
于是,得一个基本解:

xxx = (0, 5, 0, 6)T

又因该解非负, 所以又是一个基本可行解。

思思思考考考: 若基变量选为其他变量时, 如何求基本解呢?

启启启发发发: 若系数矩阵中含有m阶单位子块, 是不是很容易求出基本解
呢?
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LP基本原理

基基基变变变量量量取取取为为为其其其他他他变变变量量量的的的情情情况况况
若取x1, x2为基变量,x3, x4为自由变量, 由于基本解中自由变量全
取零, 所以只需对第一列,第二列以及常数项列组成的矩阵初等行
变换至行最简形:

(A, b) =

(
2 0 6
−1 1 5

)
→

(
1 0 3
0 1 8

)
由此可得基本解: xxx =

(
3, 8, 0, 0

)T
又因 3 > 0, 8 > 0,该解显然非负,因此这个解也是一个基本可行
解。
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LP基本原理

结结结论论论:
设约束线性方程组AAAxxx = bbb的系数矩阵AAA的秩r(AAA) = m, 记增广矩
阵为(AAA,bbb),则以下结论成立:
若系数矩阵AAA中存在m阶单位子块, 且对应的常数项非负, 那么从
增广矩阵中便可读出一个基本可行解. 其中, 基变量的取值为单位
子块中1所对应的右边常数项的值, 自由变量取值全为零.
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LP基本原理

三三三、、、线线线性性性规规规划划划的的的基基基本本本定定定理理理

考虑标准形式的线性规划问题

min z = cccTxxx

s.t. AAAxxx = bbb, xxx ≥ 000

r(AAA) = m < n

xxx = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn

bbb = (b1, b2, · · · , bm)T ∈ Rm

定定定理理理3.1
(1) 线性规划问题若有可行解, 那么一定有基本可行解。
(2) 线性规划问题若有最优解, 则一定有最优的基本可行解。
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LP基本原理

几几几何何何意意意义义义
推推推论论论3.1:若线性规划问题的可行域非空, 则它一定有顶点。若有最
优解, 则最优解一定可以在可行域的顶点上达到。

上面推论的证明用到下面两个定理:

定定定理理理3.2 线性规划问题的可行域DDD(若非空)是凸集。

定定定理理理3.3 设xxx是线性规划问题可行解, 则它是基本可行解的充要条
件是其为可行域DDD的顶点。
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单纯形法

第第第三三三节节节单单单纯纯纯形形形法法法(Simplex method)–G.B.Dantzig (1947)

一一一、、、基基基本本本思思思想想想
从标准形的LP模型的一个基可行解出发, 判断是否是最优。如果
是最优解,结束运算; 否则, 设法找到一个更优(使目标函数值减
小)的基本可行解。如此继续, 经过有限次迭代, 就可以找到LP的
最优解或判别LP问题有没有最优解。
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单纯形法
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单纯形法

回顾上一节例题:
求

min z = x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4

s.t. 2x1 − 4x3 + x4 = 6

− x1 + x2 + 3x3 = 5

xj ≥ 0, j = 1, · · · , 4

的一个基本解和一个基本可行解.
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单纯形法

解: 约束方程的增广矩阵为:

(AAA,bbb) =

(
2 0 −4 1 6
−1 1 3 0 5

)
注意到AAA是 2× 4 矩阵, r(AAA) = 2.

由于第2列和第4列线性无关, 构成一个2阶单位子块, 因此可构成
一个基矩阵.
取x2, x4为基变量, x1, x3为自由变量, 用自由变量表表示基变量得
如下同解方程组: {

x2 = 5 + x1 − 3x3

x4 = 6− 2x1 + 4x3
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单纯形法

{
x2 = 5 + x1 − 3x3

x4 = 6− 2x1 + 4x3

令x1 = x3 = 0得: x2 = 5, x4 = 6
由此得一基本解:

xxx = (0, 5, 0, 6)T

(AAA,bbb) =

(
2 0 −4 1 6
−1 1 3 0 5

)
又因 5 > 0, 6 > 0, 该解显然非负,因此这个解也是一个基本可行
解。
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基基基变变变量量量取取取为为为其其其他他他变变变量量量的的的情情情况况况
若取x1, x2为基基基变变变量量量,x3, x4为自自自由由由变变变量量量,由于基本解中自由变量全
取零,所以只需对第一列,第二列以及常数项列组成的矩阵初等行
变换至行最简形:

(AAA,bbb) =

(
2 0 6
−1 1 5

)
→

(
1 0 3
0 1 8

)
由此可得基本解: xxx = (3, 8, 0, 0)T

又因3 > 0, 8 > 0,该解显然非负,因此这个解也是一个基本可行解。
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结结结论论论：：：
设约束线性方程组AAAxxx = bbb的系数矩阵AAA的秩r(AAA) = m,记增广矩阵
为(AAA,bbb), 则有如下结论成立：

若系数矩阵AAA中存在m阶单位子块，且对应的常数项非负，那么
从增广矩阵中便可读出一个基本可行解. 其中，基变量的取值为
单位子块中1所对应的右边常数项的值，自由变量取值全为零.

得到基本可行解之后，如何判断它是否是最优解呢？
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该该该解解解是是是否否否最最最优优优呢呢呢？？？

注意到目标函数为min z = x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4,

将

{
x2 = 5 + x1 − 3x3

x4 = 6− 2x1 + 4x3

代入目标函数表达式中消去 x2 和 x4，

得:
z = 9− 10x1 + 27x3

注意到 x1 的系数为 −10 < 0，而可行域中 x1 ≥ 0, x3 ≥ 0.

可见，当 x1 > 0 时，目标函数值减小，所以 xxx =
(
0, 5, 0, 6

)T
不

是最优解。

思思思考考考：：： 若此时目标函数中自由变量 x1, x3 的系数均非负，那么这
个解是否是最优解？
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二、单纯形表及容许的运算
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2、容许运算

1)底线以上的行可进行初等行变换(三种);

交换矩阵的两行（列）
以一个非零数 c 乘矩阵的某一行（列）
把矩阵的某一行（列）的 c 倍加于另一行（列）上

2)底线以上的行乘常数后加至底行(包括右下端).

使表具备下面四个特点： 1O 2O 3O 4O
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3)终止条件(最优性条件)
当表格具备如下特点:
1O 中心部位具有 m 阶单位子块

2O 右列元素非负

满足 1O 2O时,可读出基本可行解

3O底行中相应于单位子块位置的元素为0(目标函数中基变量的系
数为零)

满足 1O 2O 3O,旨在判断该解是否最优.

4O 底行其他元素非负(自由变量对应的元素非负),则从表格中即
可读得LP问题的
最优解和最优值.

满足 1O 2O 3O 4O时,可断定该基本可行解是最优解.
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最最最优优优解解解及及及最最最优优优值值值的的的读读读法法法:
单位子块中1所在列对应的变量(基变量)取相应右列的值, 其余变
量(自由变量)取值为零, 将它们写在一起即是一个最优解.

而此时右右右下下下端端端元元元素素素的相反数即为相应的最最最优优优值值值.
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当当当前前前基基基本本本可可可行行行解解解不不不是是是最最最优优优怎怎怎么么么办办办?
以上讲述了利用单纯形表以及容许运算求得一个基本可行解,并判
断其是否最优的方法.

若该基本可行解不是最优的, 那么如何由当前表得到一个更优(对
应的目标函数值下降)的基本可行解呢?

由上面例题知x1取值大于零时, 目标函数值下降. 这就意味着x1将
成为基变量, 不再是自由变量; 那么x2, x4中至少一个将由基变量
变为自由变量.

单单单纯纯纯形形形法法法的的的后后后半半半部部部分分分讨讨讨论论论的的的主主主要要要内内内容容容.
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三三三、、、基基基可可可行行行解解解的的的转转转换换换

设当前表格已具备 1O 2O 3O三个特点，但 4O不满足:

1) 进进进基基基变变变量量量的的的确确确定定定 从底行中任选一个负元素，比如令
c̃j = min{c̃l | c̃l < 0}。c̃j 对应的 xj 取为进基变量。

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 45 / 109



单纯形法

2) 离离离基基基变变变量量量的的的确确确定定定
从所选元素所在的列(第 j 列)底线以上的正元素中按”最小比例原
则”(θ 原则)选取一个，记为 ãkj，其中：

b̃k
ãkj

= min

{
b̃i
ãij

| ãij > 0, i = 1, 2, · · · ,m

}

3) 进进进行行行旋旋旋转转转运运运算算算
利用容许的运算将 ãkj 变为1，该列其它元素(包括底行相应的元
素)变为0，从而实现将 xj 变为基变量的目的。
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四四四、、、单单单纯纯纯形形形算算算法法法及及及应应应用用用

1. 单单单纯纯纯形形形法法法的的的迭迭迭代代代步步步骤骤骤
1) 将问题化为标准形，写出相应的表格；

2) 建立满足 1O 2O 3O 三个特点的初始单纯形表：
� 若1)对应的表格满足 1O 2O 3O，直接进入第3)步；
� 若1)对应的表格满足 1O 2O，但 3O 不满足，则利用将底行以
上行的若干倍数加到底行，使 3O 满足；
� 若1)对应的表格不满足 1O 2O，则借助大M法（下一节的内
容）使 1O 2O 满足，然后再使 3O 满足。

3) 若底行元素全非负，则得到最优解，结束运算，否则转4)。

4) 确定进基变量：从底行中任选一个负元素，比如令
c̃j = min{c̃l | c̃l < 0}。 c̃j 对应的 xj 取为进基变量。
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5) 确定离基变量：从所选元素所在的列(第 j 列)底线以上的正元
素中按“最小比例原则”选取一个，记为 ãkj，其中：

b̃k
ãkj

= min

{
b̃i
ãij

| ãij > 0, i = 1, 2, · · · ,m

}

6) 进行旋转运算：利用容许的运算将 ãkj 变为1，该列其它元素
变为0，从而实现将 xj 变为基变量的目的。

7) 观察得到的新表（满足 1O 2O 3O）。若底行所有元素均非负，
则已得最优解，结束运算；否则，返回第4)步。
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例例例8: 求解 LP

min z = x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4

s.t. 2x1 − 4x3 + x4 = 6

− x1 + x2 + 3x3 = 5

xj ≥ 0, j = 1, · · · , 4

解：该LP已是标准形，故直接列出如下表格：
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为判断该解是否最优，利用容许的运算使 3O 满足，得：

可见此LP有最优解 xxx∗ =
(
3, 8, 0, 0

)T
，最优值为 zmin = −21。
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例例例9: 求解 LP

min z = −2x1 − 3x2

s.t. − x1 + x2 ≤ 2

x1 + 2x2 ≤ 10

3x1 + x2 ≤ 15

x1, x2 ≥ 0

解：先化 LP 为标准形，后列出如下表格：

min z = −2x1 − 3x2

s.t. − x1 + x2 + x3 = 2

x1 + 2x2 + x4 = 10

3x1 + x2 + x5 = 15

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0
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方法一：取底行中最小的负元素对应的变量为进基变量
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xxx = (4, 3, 3, 0, 0)T是是是化化化为为为标标标准准准形形形的的的LP的的的最最最优优优解解解略去松弛变量则可
得原问题的最优解。

即原LP问题的最优解为xxx∗ = (4, 3)T , 最优值为zmin = −17.

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 54 / 109



单纯形法

方法二：取底行中左边第一个负元素对应的变量为进基变量
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xxx = (4, 3, 3, 0, 0)T是是是化化化为为为标标标准准准形形形的的的LP的的的最最最优优优解解解略去松弛变量则可
得原问题的最优解。

即原LP问题的最优解为xxx∗ = (4, 3)T , 最优值为zmin = −17.
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单纯形法(注注注意意意事事事项项项)

1) 若迭代过程中右列元素中出现0元素 (此时对应的基本可行解
中某基变量的取值为0，那么称该基本可行解是退化的，接
下来的迭代可能出现循环.
解决办法：在每次选进基变量时，每次选底行中左边第一个
负元素对应的变量为进基变量(勃兰特法则),这就是改进的单
纯形法。

2) 若最终表格中底行元素均非负，且所有自由变量(非基变
量)对应的底行元素 (检验数)均大于0,则此时LP有唯一最优
解。

3) 若最终表格中底行元素均非负，且存在某自由变量(非基变
量)对应的底行元素 (检验数)等于0,则此时LP有无穷多最优
解。

4) 若最终表格中底行存在负元素，且对应进基变量所在的列中
底线以上没有正元素(无法迭代下去),则此LP问题无最优解。
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五五五.收收收敛敛敛性性性定定定理理理

定定定理理理3.1 在已知一个基本可行解(初始基本可行解)的前提下使用
单纯形法求解LP问题时，若每次迭代得到的基本可行解中基变量
均大于零(称非退化的),则算法必在有限步后终止。

证明：基本可行解有限 + 非退化(不出现循环), 总能找到最优解.
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大M法

基基基本本本思思思想想想
单纯形法是从一个初始基可行解开始的，即要求标准形对应的单
纯形表满足
1O中心部位具有m阶单位子块;
2O右列元素非负.
但当 1O 2O不满足时，即原LP问题的初始基本可行解不易找出或不
存在，此时怎么办？

解解解决决决办办办法法法:
首首首先先先利用容许运算使 2O满足，即使右列元素非负;
然然然后后后在中心部位人工添加一些单位列向量，使中心部位具有m阶
单位子块，也就是使 1O满足. (引入人工变量)
接接接下下下来来来修改目标函数, 从而得到新的线性规划模型
最最最后后后用单纯形法求解新LP模型而得到原LP模型的最优解.
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大M法

基基基本本本思思思想想想
单纯形法是从一个初始基可行解开始的，即要求标准形对应的单
纯形表满足
1O中心部位具有m阶单位子块;
2O右列元素非负.
但当 1O 2O不满足时，即原LP问题的初始基本可行解不易找出或不
存在，此时怎么办？

解解解决决决办办办法法法:
首首首先先先利用容许运算使 2O满足，即使右列元素非负;
然然然后后后在中心部位人工添加一些单位列向量，使中心部位具有m阶
单位子块，也就是使 1O满足. (引入人工变量)
接接接下下下来来来修改目标函数, 从而得到新的线性规划模型
最最最后后后用单纯形法求解新LP模型而得到原LP模型的最优解.
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例例例10: 求解：

min z = −3x1 + x2 + 2x3

s.t. 3x1 + 2x2 − 3x3 = 6

− x1 + 2x2 − x3 = −4

x1, x2, x3 ≥ 0 · · · · · · · · · (I)

分析：对应表格

可见, r(AAA) = 2. 但 1O 2O不满足.

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 61 / 109



大M法

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 62 / 109



大M法

min z = −3x1 + x2 + 2x3 +Mx4 +Mx5

s.t. 3x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 6

x1 − 2x2 + x3 + x5 = 4 · · · · · · (II)
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

其中M > 0为足够大的正常数.
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一一一、、、补补补充充充定定定理理理

对于线性规划问题:

min z = cccTxxx =
n∑

j=1

cjxj s.t.

{
AAAxxx = bbb

xxx ≥ 0
· · · (4.1)

假设 r(AAA) = m, 且对应的初始单纯形表 2O 满足， 1O 不满足。那
么：引入人工变量 xn+1, xn+2, · · · , xn+m 构造新的线性规划问题

min z =
n∑

j=1

cjxj +M
n+m∑
j=n+1

xj 其中M > 0为足够大的数

s.t.

{∑n
j=1 aijxj + xn+i = bi, i = 1, 2, · · · ,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, · · · , n, n+ 1, · · · , n+m
· · · (4.2)
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令yyy = (xn+1, xn+2, · · · , xn+m)
T , eee = (1, 1, · · · , 1)T

min z = cccTxxx+MeeeTyyy

s.t. AAAxxx+ yyy = bbb · · · · · · · · · (4.2)
xxx ≥ 0, yyy ≥ 0

人工变量全是自由变量
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定定定理理理4.1 设
(
xxx∗

yyy∗

)
是(4.2)最优解.若 yyy∗ = 0, 则xxx∗是(4.1) 的最优解;若

yyy∗ ̸= 000, 则(4.1) 没有可行解。反之,若 xxx∗ 是(4.1) 的最优解, 则(
xxx∗

000

)
是(4.2)的最优解。

证证证明明明：：：设(xxx∗T , yyy∗T )T是 (4.2) 的最优解.
(i) 若 yyy∗ = 0, 则xxx∗是(4.1)的最优解；因(xxx∗T , yyy∗T )T (yyy∗ = 0) 是
(4.2) 的最优解 , 也是可行解 ,故 xxx∗是 (4.1)的可行解。
下证对于(4.1),xxx∗对应的目标函数值最小。
设xxx是原 LP(4.1)的任一可行解，则 (xxxT ,000T )T 是(4.2)的可行解，
且对应的函数值为z̃ = cccTxxx
由于(xxx∗T , yyy∗T )T (yyy∗ = 0)是 (4.2)的最优解 (最小值点),则有

z̃∗ = cccTxxx∗ ≤ z̃ = cccTxxx

综上可知，xxx∗是原 LP(4.1) 的最优解。
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(ii)若yyy∗ ̸= 0,则(4.1)无可行解。
反反反证证证法法法: 假设这种情况下(4.1)有可行解x̃xx, 则 (x̃xxT ,000T )T是 (4.2) 的
可行解，且对应的函数值为z̃ = cccT x̃xx
而(4.2)的最优解(xxx∗T , yyy∗T )T (yyy∗ ̸= 0) 对应的目标函数值为

z̃∗ = cccTxxx∗ +M
m∑
j=1

y∗j

由于yyy∗ ≥ 0,可见当 M足够大时 , 必有 : z̃∗ > z̃,
这与(xxx∗T,yyy∗T )T是 (4.2) 的最优解 (最小点) 矛盾。
因此假设不成立，即(4.1)无可行解得证。
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(iii) 若 xxx∗是(4.1)的最优解,则(xxx∗T ,000T )T是(4.2)的最优解.

显然(xxxT ,000T )T是(4.2)的一个可行解; 设(xxxT , yyyT )T是(4.2)的任一可
行解,下面证(xxx∗T ,000T )T对应的函数值比它对应的函数值小。

分情况讨论:
(1)若yyy = 0,由于 xxx是(4.1)的一个可行解,于是z+ = cccTxxx∗ ≤ cccTxxx

(2)若yyy ̸= 0,由于M > 0可以充分大,且 yyy ≥ 0,所以必
有cccTxxx∗ ⩽ cccTxxx+MEEETyyy

可见 (xxxT ,000T )T对应的函数值比(xxxT , yyyT )T对应的小.
综上知(xxx∗T ,000T )T是(4.2)的最优解,最优值为z̃∗ = cccTxxx∗.

【注】若新的问题(4.2)无最优解, 则原LP问题(4.1)也无最优解。
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二二二、、、算算算法法法(大大大M法法法)–初初初始始始表表表不不不满满满足足足 1O 2O

1. 大大大M法法法的的的求求求解解解步步步骤骤骤

(1) 经初等行变换使右列元素非负，通常为 rrri × (−1).

(2) 在中心部位添加一个m阶单位子块，即引入人工变量
y1, y2, · · · , ym ≥ 0,得到新的约束方程组；

(3) 将目标函数修改为 z = z +M
∑m

j=1 yj,其中M为足够大的正

常数，从而得到新的LP模型.

(4) 用单纯形求解新的LP模型，试图将y1, y2, · · · , ym 变成自由变
量，最终将出现 5)或6)两种情况：
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大M法

5) 设求得新的LP模型的最优解为(xxx∗T , yyy∗T )T ,

若yyy∗ = (y∗1, y
∗
2, · · · , y∗m)T = 0,则xxx∗ = (x∗

1, x
∗
2, · · · , x∗

n)
T 是

原LP问题的最优解.

若yyy∗ = (y∗1, y
∗
2, · · · , y∗m)T ̸= 0,则原LP问题无最优解。

6) 新的LP无界(无最优解),则原LP问题也无最优解.

【注】 在上面5)中提到的yyy∗ ̸= 000的情况属于下面情形：
用单纯形法求解新LP得到的新表格满足 1O 2O 3O 4O, 但人工
变量并没有完全成为自由变量。此时说明原LP问题无可行
解，自然也就没有最优解。
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大M法

例例例11:

min z = −3x1 + x2 + 2x3

s.t. 3x1 + 2x2 − 3x3 = 6

− x1 + 2x2 − x3 = −4 · · · (I)
x1, x2, x3 ≥ 0

解：该LP已是标准形，画出对应表格：

可见，r(AAA) = 2.但 1O 2O不满足。
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大M法

故用大M法使 1O 2O满足

min z = −3x1 + x2 + 2x3 +Mx4 +Mx5

s.t. 3x1 + 2x,−3x3 + x4 = 6

x1 − 2x2 + x3 + x5 = 4 · · · · · · (II)
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

下面用单纯形法求解这个新LP问题。
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大M法
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大M法
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大M法

故新LP问题(II)的最优解为：

XXX∗ = (3, 0, 1, 0, 0)T

注意到人工变量x4, x5均为0，故原LP (I)的最优解为：

xxx∗ = (3, 0, 1)T

对应的最优值为: zmin = −7.
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大M法

例例例12:

min z = 5x1 − 2x2 + 3x3 − 6x4

s.t. x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 7

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 3

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

解：该LP已是标准形，画出对应表格：

1 2 3 4 7
2 1 1 2 3
5 -2 3 -6 0
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大M法

1 2 3 4 1 0 7
2 1 1 2 0 1 3
5 -2 3 -6 M M 0

1 2 3 4 1 0 7
2 1 1 2 0 1 3

5-3M -2 -3M 3-4M -6-6M 0 0 -10M

-3 0 1 0 1 -2 1
1 1/2 1/2 1 0 1/2 3/2

11+3M 1 6-M 0 0 3M+3 9-M
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大M法

-3 0 1 0 1 -2 1
2.5 0.5 0 1 -0.5 1.5 1
29 1 0 0 M-6 M+15 3

故新LP问题(II)的最优解为 XXX∗ = (0, 0, 1, 1, 0, 0)T

注意到人工变量x5, x6均为0，故原LP (I)的最优解为：
xxx∗ = (0, 0, 1, 1)T , 对应的最优值为: zmin = −3.
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大M法

三三三、、、有有有关关关大大大M法法法的的的一一一些些些说说说明明明

1) 若原LP标准形的表格的中心部位已有l(0 < l < m) 个不同的
单位列向量，则只需添加(m− l)个单位列向量，使中心部位
出现m阶单位矩阵就可以了. 即此时只需引入(m− l)人工变
量,减小了计算量.

2) 在迭代过程中，人工变量一旦由基变量变为自由变量，则不
会再成为基变量.此时，它的任务就完成了，这一列便可删
去。

3) 若新的LP问题无界(无最优解) , 那么原LP问题也无最优解.

4) 大M法也是单纯型法(M可看成一个很大的常数),只不过是在
单纯形法的基础上作小的改动得到的.因为有了单纯形算法做
基础，因此程序实现比较简单.(优点)

5) 对于实际问题，事先无法预计M究竟应取多大. 若M过大会导
致计算误差大. (缺点)
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二阶段法

目目目的的的:

解决初始基本可行解不易找出或不存在问题
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二阶段法

二二二阶阶阶段段段法法法(人人人工工工变变变量量量法法法二二二)

对于线性规划问题

minw =
n∑

j=1

cjxj s.t.

{∑n
j=1 aijxj = bi, i = 1, 2, · · · ,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, · · · , n
· · · (4.1)

假设 r(AAA) = m, 且对应的初始单纯形表 2O满足， 1O不满足.
那么: 引入人工变量 y1, y2, · · · , ym 构造辅助线性规划问题

min z =
m∑
i=1

yi 目标函数是所有人工变量之和

s.t.
n∑

j=1

aijxj + yi = bi, i = 1, 2, · · · ,m

xj ≥ 0, yi ≥ 0, i = 1, · · · ,m, j = 1
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二阶段法

令 eee = (1, 1, · · · , 1)T , yyy = (y1, y2, · · · , ym)T 矩阵形式

min z = eeeTyyy

s.t. AAAxxx+ yyy = b · · · · · · (4.3)
xxx ≥ 0, yyy ≥ 0

定定定理理理4.2 设

(
xxx∗

yyy∗

)
是 (4.3) 的最优基本可行解.

若 yyy∗ = 000, 则 xxx∗ 是 (4.1) 的一个基本可行解;
若 yyy∗ ̸= 000, 则 (4.1) 无可行解.

上述定理给出了求 (4.1) 的初始基本可行解的方法.
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二阶段法

二二二阶阶阶段段段法法法的的的解解解题题题思思思路路路

� 第一阶段是构造并求解LP(4.3), 得最优解. 若最优解中人工变量
全取零, 则进入第二阶段.
� 第二阶段是以第一阶段得到的基本可行解为初始解, 采用单纯形
法求解原LP(4.1).
� 若第一阶段结束时, LP(4.3)的最优解中人工变量取值不全为零,
则原问题(4.1)无可行解.

Li Xiao-Peng Foundation of Optimization Semester–I 2024/25 84 / 109



二阶段法

例例例 13 求解：

minw = 4x1 + x2 + x3 s.t.


2x1 + x2 + 2x3 = 4

3x1 + 3x2 + x3 = 3

x1, x2, x3 ≥ 0

· · · (I)

解：该LP已是标准形，画出对应表格：

容易验证 r(AAA) = 2, 但特点 1O不满足。
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二阶段法
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二阶段法

min z = y1 + y2

s.t. 2x1 + x2 + 2x3 + y1 = 4

3x1 + 3x2 + x3 + y2 = 3 · · · (II)
x1, x2, x3, y1, y2 ≥ 0
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二阶段法
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二阶段法
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二阶段法

所以, 原问题的一个基本可行解为: (1/2, 0, 3/2)T . 由于对增广矩
阵进行初等行变换相当于对约束线性方程组进行同解变形,所以若
把上述最终表格中人工变量所在的列去掉,底线以下的元素换成原
目标函数中变量的系数和零, 则得到原问题的单纯形表:
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二阶段法

最后再用单纯形法求解原LP问题：
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二阶段法

故原LP问题(I)的最优解为: xxx∗ = (0, 2/5, 9/5)T .
最优值为 : wmin = 11/5.
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二阶段法

例例例14:

min z = 5x1 − 2x2 + 3x3 − 6x4

s.t. x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 7

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 3

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

解：该LP已是标准形，画出对应表格：

1 2 3 4 7
2 1 1 2 3
5 -2 3 -6 0
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二阶段法

1 2 3 4 1 0 7
2 1 1 2 0 1 3
0 0 0 0 1 1 0

1 2 3 4 1 0 7
2 1 1 2 0 1 3
-3 -3 -4 -6 0 0 -10

-3 0 1 0 1 -2 1
1 0.5 0.5 1 0 0.5 1.5
4 0 -1 0 0 3 -1
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二阶段法

-3 0 1 0 1 -2 1
2.5 0.5 0 1 -0.5 1.5 1
1 0 0 0 1 1 0

故新LP问题的最优解为 XXX∗ = (0, 0, 1, 1, 0, 0)T
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二阶段法

进入到第二阶段计算：

-3 0 1 0 1
2.5 0.5 0 1 1
5 -2 3 -6 0

-3 0 1 0 1
2.5 0.5 0 1 1
29 1 0 0 3

故原LP的最优解为： xxx∗ = (0, 0, 1, 1)T , 对应的最优值
为: zmin = −3.
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线性规划的对偶理论

第第第五五五节节节线线线性性性规规规划划划的的的对对对偶偶偶理理理论论论

� Dual Theory
� 线性规划的对偶模型 *
� 对偶性质
� 对偶单纯形法 S
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线性规划的对偶理论

一一一、、、线线线性性性规规规划划划的的的对对对偶偶偶模模模型型型

1.对偶问题的现实来源
设某工厂生产两种产品甲和乙，需4种设备A, B, C, D, 若生产每
件产品所需的机时数、每件产品的利润值及每种设备的可利用机
时数列于下表：

问：工厂应生产甲和乙产品各多少件，才能获得最大利润？
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线性规划的对偶理论

解：设甲、乙型产品各生产x1及x2件，则数学模型为:

max z = 2x1 + 3x2

s.t. 2x1 + 2x2 ≤ 12

x1 + 2x2 ≤ 8

4x1 ≤ 16

4x2 ≤ 12

x1, x2 ≥ 0

最优解为xxx∗ = (4, 2)T , 最优值为 zmax = 14.
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线性规划的对偶理论

反反反过过过来来来问问问：：：

若厂长决定不生产甲和乙型产品，决定出租设备只收设备租金
费，那么４种机器的机时应如何定价才是最佳决策？

【要求】
1. 租租租户户户付付付出出出的的的代代代价价价最最最小小小, 且且且能能能接接接受受受;
2. 4种种种机机机器器器同同同等等等机机机时时时的的的租租租金金金不不不低低低于于于用用用于于于生生生产产产带带带来来来的的的利利利润润润。。。
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线性规划的对偶理论

在市场竞争的时代，厂长的最佳决策应符合两条：
（（（1）））不不不吃吃吃亏亏亏原原原则则则。
机时定价所赚利润不能低于用于加工甲、乙型产品所获利润。

（（（2）））竞竞竞争争争性性性原原原则则则。
在上述不吃亏原则下，机时总收费尽可能低一些，以便争取更
多用户，最终将设备出租出去。
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线性规划的对偶理论

解解解：：：设 A、B、C、D 设备的机时定价分别为 y1、y2、y3、y4 千
元，则新的线性规划数学模型为：

min w = 12y1 + 8y2 + 16y3 + 12y4

s.t. 2y1 + y2 + 4y3 + 0y4 ≥ 2

2y1 + 2y2 + 0y3 + 4y4 ≥ 3

y1, y2, y3, y4 ≥ 0

用单纯形法求得最优解为 yyy∗ =
(
0, 3

2
, 1
8
, 0
)T

最优值为 wmin = 14
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线性规划的对偶理论

2. 原原原问问问题题题与与与对对对偶偶偶问问问题题题的的的对对对应应应关关关系系系
原始规划与对偶规划是同一组数据参数，只是位置有所不同，所
描述的问题实际上是同一个问题从另一种角度去描述.

max z = 2x1 + 3x2 s.t.



2x1 + 2x2 ≤ 12

x1 + 2x2 ≤ 8

4x1 ≤ 16

4x2 ≤ 12

x1, x2 ≥ 0

原问题(对偶问题)

minw = 12y1 + 8y2 + 16y3 + 12y4 s.t.


2y1 + y2 + 4y3 + 0y4 ≥ 2

2y1 + 2y2 + 0y3 + 4y4 ≥ 3

y1, y2, y3, y4 ≥ 0

对偶问题(原间题)
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线性规划的对偶理论

线线线性性性规规规划划划的的的对对对偶偶偶模模模型型型特特特点点点

任给一个求目标函数最大(小)的线性规划模型，都存在另一个求
目标函数最小(大)的线性规划模型与之对应。
这两个模型具有同一组数据参数，只是数据所在位置有所不同，
它们实际上是对同一问题从不同角度去描述而得到的两个不同的
模型.
若把一个称为原问题，另一个就称为对偶问题。

问问问题题题：：：任给一个线性规划，如何写其对偶规划呢？
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线性规划的对偶理论

一一一般般般线线线性性性规规规划划划的的的对对对偶偶偶变变变换换换规规规则则则(单单单向向向)
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线性规划的对偶理论

写写写对对对偶偶偶规规规划划划的的的一一一般般般步步步骤骤骤

1) 确定对应方向(即从左往右，还是从右往左);

2) 确定变量的个数;

3) 写出目标函数;

4) 写出约束条件左边及右边, 最后确定不等号和变量的符号。
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线性规划的对偶理论

例例例 15: 写出下列LP问题的对偶问题。

min Z = 2x1 + 4x2 − x3

s.t. 3x1 − x2 + 2x3 ≥ 6

− x1 + 2x2 − 3x3 = 12

2x1 + x2 + 2x3 ≤ 8

x1 + 3x2 − x3 ≥ 15

x1 ≥ 0, x2 ≤ 0

解： 原问题的对偶问题为

max W = 6y1 + 12y2 + 8y3 + 15y4

s.t. 3y1 − y2 + 2y3 + y4 ≤ 2

− y1 + 2y2 + y3 + 3y4 ≥ 4

2y1 − 3y2 + 2y3 − y4 = −1

y1 ≥ 0, y3 ≤ 0, y4 ≥ 0

◦ 原始问题变量的个数(3)等于对偶问题约束条件的个数(3); 原始
问题约束条件的个数(4)等于对偶问题变量的个数(4)。

◦ 原始问题变量的性质影响对偶问题约束条件的性质, 原始问题约
束条件的性质影响对偶问题变量的性质。
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线性规划的对偶理论

例例例16: 写出下列线性规划问题的对偶问题.

maxZ = 2x1 + 3x2 − 5x3 + x4 s.t.


4x1 + x2 − 3x3 + 2x4 ≥ 5

3x1 − 2x2 + 7x4 ≤ 4

−2x1 + 3x2 + 4x3 + x4 = 6

x1 ≤ 0, x2, x3 ≥ 0,

解：原问题的对偶问题为

minW = 5y1 + 4y2 + 6y3 s.t.



4y1 + 3y2 − 2y3 ≤ 2

y1 − 2y2 + 3y3 ≥ 3

−3y1 + 4y3 ≥ −5

2y1 + 7y2 + y3 = 1

y1 ≤ 0, y2 ≥ 0
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